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Wat wordt er behandeld?

» Trefethen&Bau - Lecture 20: Gaussian elimination
» De redenering / methode / principe aangaande
Gauss-eliminatie dient gekend te zijn maar de “general
formulas” op p. 150-151 (bovenste helft) niet.
» De tweede paragraaf van “Solution of Ax=b by LU
Factorization” valt weg.
» Trefethen&Bau - Lecture 21: Pivoting
» De sectie "PA=LU Factorization and a Third Stroke of Luck”,
p. 159-160, en de sectie “Complete Pivoting”, p. 161, behoren
niet tot de leerstof.
» Een selectie van oefeningen:

Probeer het eerst zelf te oplossen!
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LU factorisatie
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Ax = b oplossen met behulp van LU

De stappen zijn:
1. Bereken A= LU.
2. Losop Ly = b.
3. Losop Ux = y.
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Triangulaire systemen zijn makkelijk oplosbaar

In het geval bovendriehoeksmatrices:

ail ar a3z - ain| |Xx by
0 ax» ax - am| [x by
0 0 a3 -+ a3n| |X3| = | b3

i 0 0 o --- ann]| | Xn] _b,,_

Achterwaardse substitutie:
1 n
X, = — | b, — alkX =1....,m.
P app p Z 1kXk | » p ) )
k=p+1

Achterwaards substitutie is achterwaards stabiel, zie lecture 17 in
Trefethen& Bau.

5/20



Gauss-eliminatie

Gauss-eliminatie;

2X1 + 3X2 + 5X3
4X1 + 2X2 + 2X3
-2x1 + 3x 4+ x3

Gauss-eliminatie in lineare-algebra notatie:

2 3 5| |x
4 2 2| x| =
-2 3 1| |x3
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Gauss-eliminatie

Gauss-eliminatie:

2x1 + 3x + bx3 = 4
4x1 + 2% + 2x3 = 1
-2x1 + 3x + x3 = =2

Elimineer x; in de tweede en derde vergelijking...

Gauss-eliminatie in lineare-algebra notatie:

1 00 2 3 5| |x 1 00
-2 10 4 2 2 x| =]1-2 10 1
1 0 1] [-2 3 1] [x3 1 0 1] -2
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Gauss-eliminatie

Gauss-eliminatie;

20 + 3x + 53 = 4
—2X2 - 8X3 = -7
6xo + 6x3 = 2

Gauss-eliminatie in lineare-algebra notatie:

2 3 5 X1 4
0 -2 -8 |x| =|-7
0 6 6 X3 2

6/20



Gauss-eliminatie

Gauss-eliminatie:

2x1 + 32 + bx3 = 4
—2xp — 8x3 = —7
6xo 4+ 6x3 = 2

Elimineer x» in de derde vergelijking...

Gauss-eliminatie in lineare-algebra notatie:

10 0|2 3 5 X1 1 00 4
01 0[]0 =2 =8| |x| = 1 0| |-7
0 3 1/]10 6 6 X3 0 31 2
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Gauss-eliminatie

Gauss-eliminatie;

2x1  + 3x» 4+ bxz
—2X2 — 8X3
30x3

19

Gauss-eliminatie in lineare-algebra notatie:

2 3 5 X1
0 -2 -8 X2 | =
0 0 30| |x3

19
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:

1 001 '7T1 002 3 5] [x 4
210 2104 2 2| |lel=|1
1 01 1 0 1] =2 3 1| |xs 2
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:

1 00 1 00 2 3 5| |x 4
2 1 0(]-2 10 4 2 2 |x|=1]1
-1 0 1 1 0 1] [-2 3 1] [x3 -2
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:

1 0 0](2 3 5 X1 4
2 1 0[]0 =2 =8| [x| =1
-1 0 1] |0 6 6 X3 -2
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:

1 001 O O] (1 0 0Of|2 3 5 X1 4
2 1 0[{|0 1 0|0 1 0|0 =2 =8| x| =11
-1 0 1|0 =3 1|0 3 1] |0 6 6 X3 -2
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:

1 0 01 O O](f2 3 5 X1 4
2 1 0f{|0 1 0f|0 =2 =8| |x|=]|1
-1 0 1] |0 =3 1] |0 0 30 [x3 -2
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:

1 0 0|2 3 5 X1 4
2 1 0|10 =2 =8| [x|=1|1
-1 -3 1] |0 0 30] [x3 -2
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Waar is de L en U?

Nogmaals ons voorbeeld:

1 0 02 3 5 X1 4
2 1 0|0 =2 =8| [x]|=|1
-1 -3 1/ ]0 0 30] |x3 -2
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Waar is de L en U?

Daar isonze L en U...
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In het algemeen...

De LU factorisatie wordt in m stappen berekend:
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In het algemeen...

De LU factorisatie wordt in m stappen berekend:

o O
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In het algemeen...

De LU factorisatie wordt in m stappen berekend:

0
0

0

a

(1)
11

1
l
el
d33

2
31(73)

8/20



In het algemeen...

De LU factorisatie wordt in m stappen berekend:
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In het algemeen...

De LU factorisatie wordt in m stappen berekend:

: 0 0 o 1) 1) (1)7
Ho1 oo o 1 By T
Do T
331 33

A= a(111) 3(222) 1 0 0 0 a3 as,
aflll) 35122) a%) 1| L 0 0 0 a,(ﬁ,)_
RO )
L“11 22 33 .
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In het algemeen...

De LU factorisatie wordt in m stappen berekend:

(100 ° - (1 @ (1) (1)7
ay 1 0 ... 0] |91 “F12 913 " 9
alt) 0 @ @ ... @
L B I

A= a(111) agzz) 1 0 0 0 asz crr dg,
af,ll) 35122) ag 1 L 0 0 0 357,,77)_
R
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LU factorisatie is niet altijd mogelijk!

Voorbeeld:

Let op dat de matrix hierboven wel inverteerbaar is!
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Oefening 1

Stel A € C™*™ is niet-singulier. Toon aan dat A een LU

factorisatie heeft als, en alleen als, voor elke 1 < k < m,

sub-matrices A(1: k,1: k) ook niet singulier is.

Toelichting: Wat er bedoelt wordt met A(1: k,1: k):

ann | ae a3 au
a1 | a2 4d23 ax
d31 | 432 433 4a34
d41 | 442 d43 da4
411 412 4d13 | d14
dp1 d22 423 | d24
d31 432 4a33 | d34
41 442 A43 | d44

ain a2 | a3 au
a1 a2 | a3 ax
a1 as | a3 am
d41 442 | 43 da4
d11 412 413 di4
a1 a2 a3 az
431 4a32 433 as4
41 A42 A43  da4
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Oefening 1 - antwoord

» Gauss-eliminatie op een matrix heeft geen invloed op de
determinant.

» De sleutel tot het antwoord zit in de volgende observatie:
n
det A=detl-detU=1-]] v
k=1

» Om Gauss-eliminatie onverhinderd uit te laten voeren, vereist:
as(lz) # 0, met ag(’;) gedefineerd in slide 8.

» Maar we weten dat;

detA(l: k,1:k)= Hag(/,? # 0.
k=1

11/20



Oefening 2

Stel dat A € C"™" voldoet aan de conditie van oefening 1. Verder,
meem aan dat A een bovenbandbreedte heeft van p en
Bijvoorbeeld voor p = g = 2:

onderbandbreedte van q.

a1
azi

as1
0

0

a1z
an

dz2

a4

a3
a3

as3

aa3

0
a4

dz4

daq

dn(n—2)

an(n—1)

Wat kan er gezegd worden over de structuur van L en U in de LU

factorisatie?
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Oefening 2 - antwoord

Het is makkelijk aan te tonen dat de L en U het structuur van A
overnemen, en ook bandmatrices zullen zijn.

Dus voor p = q =2, is de L gelijk aan:

[1 0 0 0 0]
by 1 0 0 0
ki hy 1 0 0
L =
0 Iy hs 1 0
. . . 0
| 0 In(n—2)  In(n-1) 1]
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Oefening 2 - antwoord

Het is makkelijk aan te tonen dat de L en U het structuur van A
overnemen, en ook bandmatrices zullen zijn.

Dus voor p = g =2, en de U is gelijk aan:

ur up w3z 0 0
0 ux w3 uxp 0
0 0 usz3z Uszg - 0
U= )
0 0 0 wus - U(n—2)n
. . e U(n—1)n
K 0 0 U |
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Oefening 3

A1 Ax
matrix en Az een (m — n) x (m — n) matrix. Neem aan dat A
voldoet aan de conditie van oefening 1. Het volgende is makkelijk
aan te tonen:

[An A12] _ [ / 0] [Au A12 } (1)
Axr Ax A Al 1] 0 Ap— AnAitAn|”

Aoy — A21A1_11A12 noemt men het “Schur complement”.

Stel A € C™*™ en schrijf A = {All Al2] met A11 een n X n

Laat zien dat (1) het zelfde is als het toepassen van
Gauss-eliminatie om block Aj; weg te elimineren!
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Oefening 3 - antwoord

Als we Gauss-eliminatie toepassen om block Ay; weg te elimineren,
dan krijgen we een decompositie van de vorm:

Au Aw| _ | 0 |An Aw
Axi Ax B I||O0 S
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Oefening 3 - antwoord

Als we Gauss-eliminatie toepassen om block Ay; weg te elimineren,
dan krijgen we een decompositie van de vorm:

Au Aw| _ | 0 |An Aw

Axi Ax B I|]|O0 S
_ | Au A1

BA11 BAi2+ S
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Oefening 3 - antwoord

Als we Gauss-eliminatie toepassen om block Ay; weg te elimineren,
dan krijgen we een decompositie van de vorm:

Au Aw| _ | 0 |An Aw

Axi Ax B I|]|O0 S
_ A1l A1

BA11 BA»,+ S

We hebben dus de vergelijkingen:

Az = BA11, BA11BA1> + S = Ax.
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Oefening 3 - antwoord

Als we Gauss-eliminatie toepassen om block Ay; weg te elimineren,
dan krijgen we een decompositie van de vorm:

Au Aw| _ | 0 |An Aw

Axi Ax B I|]|O0 S
_ A1l A1

BA11 BA»,+ S

We hebben dus de vergelijkingen:
Az = BA11, BA11BA1» + S = Ao,
Deze vergelijkingen hebben een unieke oplossing:

B = An ALl S = A — AnAf Ara.
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Numerieke issues met LU factorisatie
Neem de volgende voorbeeld:

10720 1
A=)

Met exacte berekingen:

1 0 10~ 1
L= [1020 1}’ U= [ 0o 1 —»1020]

Met afrondingsfouten:

A 1 0 ~ 10-20 1
L= [1020 1] U= [ 0 -1020}

Observatie: De berekende [, U zitten dicht opdewarel, U...

16 /20



Numerieke issues met LU factorisatie
Neem de volgende voorbeeld:

10720 1
A=)

Met exacte berekingen:

1 0] 1072 1 10720 1
A=LU= [1020 1} [ 0 11020] _[ 1 1]

Met afrondingsfouten:
PO 1 o0][1072° 1 10720 1
A=LU= [1020 1] [ 0 —1020} - [ 1 0}

Observatie: Maar A en A zijn ver van elkaar verwijderd

16 /20



Oplossing: Pivoteren

> Grote afwijkingen in A en A worden veroorzaakt door het
gebruik van kleine spilelement!.

» Dit kan (gedeeltelijk) gemitigeerd worden door rijwisseling
en/of kolomwisseling.

» In het algemeen leidt dit tot de LU decompositie:
PAQ = LU

» Wij beperken ons tot alleen rijwisselingen (PA = LU).

> Stabiliteit van LU is een complexe zaak. Voor de
geinteresseerden, zie Trefethen&Bau - lecture 22.

YIn het extreme geval is het spilelement nul, waarbij de LU decompositie
zelfs niet eens meer gevormd kan worden!
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Pivoteren: een voorbeeld

O~ O 0

— M O O

— ™~ I~

AN < 0 ©

o O o -

o o - o

o - O O

— O O O
| I ——
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Pivoteren: een voorbeeld

oo o R
cor o
or oo
—ooo
o0 AN
NN W
© © W
G )

Toelichting. Voer een rijwisseling uit om 8 naar de (1,1)-positie te
brengen.
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Pivoteren: een voorbeeld

1000 2 11 0
7 010 0| -7 4 3 3 1
A=Pi Py o1 oD Prig 7 9 5
000 1 6 7 9 8

Toelichting. Kies daarvoor de permutatie matrix:

P =

o = O O
o O+~ O
o O o
= O O O

18/20



Pivoteren: een voorbeeld

100 0][8 7 95
7|0 1 0 0|4 331
A=h 00102110
000 1|6 7 9 8

Toelichting. Dit brengt 8 naar de gewenste positie.
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Pivoteren: een voorbeeld

A=Pf

O O o
o O~ O
o= OO
— O O O
~N = W~
O = W
O = O

Toelichting. Voer nu de benodigde rijwisselingen uit met:

1 000 1 000
4100 i -2 100
b= g 01 0f’ L= —g 010
o001 -2 001
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Pivoteren: een voorbeeld

10008 7 9 5
21000 -2 3 3

A=Pl |} _3 8 %
g 0100 -3 — =2

9 1

sooflo &3 ¥

Toelichting. We hebben nu de eerste stap van Gauss-eliminatie
afgerond. Voer een rijwisseling uit om % naar de (2,2) positie te

brengen.
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Pivoteren: een voorbeeld

1 0 0 O 8 7 9 5

4 1 3 3

o510 0 0 -1 -3 -3
A:(P2P1) P> 2 010 'D2T P> 0 _3 _5 _%
g At

00 1 0o I ¢ u

Toelichting. Kies daarvoor de permutatie matrix:

Py =

o O o
= O O O
o = OO
[ el o)
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Pivoteren: een voorbeeld

1 0 0 Of [8 7 9 5
6 709 17
=2 1 0 0] |0 < =
A:(P2P1)T 2 010 0 _43 _45 _45
§ i 3 3
g 00 1110 —53 —3 —3

Toelichting. Dit brengt % naar de gewenste positie. Merk ook de
veranderingen in de “L matrix” op!
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Pivoteren: een voorbeeld

1 0 0 Of [8 7 9 5
6 709 17
=2 1 0 0] |0 < =
A:(P2P1)T 2 010 0 _43 _45 _45
§ i 3 3
g 00 1110 —53 —3 —3

Toelichting. Dit brengt % naar de gewenste positie. Merk ook de
veranderingen in onze “L matrix” op!
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Pivoteren: een voorbeeld

RS
1
o N« |

LotmicN
O ol _ _

[seliazlleVl
N~ o~ [ |

0 O O o
| I ——|

—
I ev
-~
(\
RS
()
~
— _— 1
o O O -
o O +H O

o - O O

— ©]ooN oot |00

(P2P1)T ( |:

Toelichting. Kies hiervoor:

A=

o o o

O O —+H O

O — MmN~

— O O O

-

o o o -
o O —+H O

NN~
A I

— O O O
|

Ly =
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Pivoteren: een voorbeeld

1 0 0 0|18 7 9 5
e 1 o00flf0 § 7 ¥
A:(Pz’Dl)T E -3 1 ol lo 8 _42 ﬁ
?1 Z 0 1 0 0 g 72
g8 7 -7 7

Toelichting. We hebben nu de tweede stap van Gauss-eliminatie
uitgevoerd. Voer een laaste rijwisseling uit om —g naar de (3,3)
positie te brengen.
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Pivoteren: een voorbeeld

1 0 00 8 7 9 5
6 7 9 17
6 1 00 or 9 It
A= (PsP,P)T | P58 75 Pl || Ps 4 4, 4
§ 1 10 0 0 [
2
g —7 01 00 -7 =7
Toelichting. Kies hiervoor:
1000
0100
P2=10 0 0 1
0 010

18/20



Pivoteren: een voorbeeld

= O
~lO ©

A= (PsPPy)"

Il
o~ oo
= o oo
o oo
o oalN~

[T
\ua\lw&\\,m

00| N[00y =

~INNo

~IWNIN

Toelichting. Dit brengt —g naar de gewenste positie. Merk ook
de veranderingen in de “L matrix" op!
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Pivoteren: een voorbeeld

»lO ©O

A= (P3PPy)T Ls| | L3t

00| N0 SOOI Oy =t
o~ oo
= o oo
o o o ™
o oslN~
| o=
\”h\l\l\)b‘\‘ o

~INNo

Toelichting. Pas nu de laatste Gauss-eliminatie stap met

L3 =

O O O
O O - O
W= O O
O O O
O O~ O
= O
_H O O o

W[
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Pivoteren: een voorbeeld

= O
IN[<}e}

A= (PsPyPy)"

N

COINIOOI SOOI Oy =
W= O O
= O O O
o oo
O ORINN
|
~o
‘*’“\’\,l s o

~IWNIN
o

Toelichting. We zijn bijna klaar! Defineer P = P3P, P;.
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Pivoteren: een voorbeeld

1 0 0 0|(8 7 9 5
6 79 17
pao|f L 000 f g ¥
3 3 1ofjoo 5 2

1 2

g —7 3 U100 0 3

Toelichting. Tada!

18 /20



Oefening 4

Een matrix A € C™*™ is streng kolom diagonaal dominant als:

]akk\ >Z|ajk], k=1,...,m.
i#k

Toon aan dat rijwisselingen niet nodig zijn voor streng kolom
diagonaal dominant matrices.
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Oefening 4 - antwoord

» Het is vanzelfsprekend dat de eerste spel-element op de
(1,1)-positie zit...

» Het is voldoende als we kunnen aantonen dat de Schur
complement:

1
S = Ay — —AnAp,
ail

ook kolom diagonal dominant is. Dit volgt uit inductie.
» Dus:

n—1

> skl < Isul

Jj=1j#k

L 1
met Sjk 1= a(j+1)(k+1) ~ 77 (+1)191(k+1)
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Oefening 4 - antwoord

Laten we dit bewijzen:

n—1 n—1 1
D skl = X |agenken) = -
J=Lk J=Lk 1

20/20



Oefening 4 - antwoord

Laten we dit bewijzen:

n—1 n—1 al(k+l) n—1
D sl < Y fagenwn |+ | D0 lagan]
Jj=1,j#k J=1j#k 1 J=Llj#k

Toelichting. Pas de driehoeksongelijkheid toe.
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Oefening 4 - antwoord

Laten we dit bewijzen:

n—1 n—1

a
> lsil < Jawreen] — ] | T | D fagsand
J=Li#k o jorizk

Toelichting. Omdat A kolom diagonaal dominant is, weten we dat:

n—1

e ] + Y- lagryewen] < lagryun] -
J=1j#k
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Oefening 4 - antwoord

Laten we dit bewijzen:

n—1

D skl < Jagenwen| — [awen | +
=Ltk

A1(k+1)

(Ja11| — |ak+1)1|)

Toelichting. Voor soortgelijke redenen geldt dat:

n—1

lagrn| + Y- |agen < laul.
=Ltk
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Oefening 4 - antwoord

Laten we dit bewijzen:

n—1

Do odsl < Jagenywan| -
J=Li#k

A1(k+1)

|1
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Oefening 4 - antwoord

Laten we dit bewijzen:

n—1
a1(k+1
Z sl < |agksnykany| — ;11) lagk1)1] = Sk
=Ttk
Q.E.D.
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