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Wat wordt er behandeld?

» Lecture 30 van Trefethen and Bau.
» Alleen het gedeelte over Jacobi methode wordt besproken.
» Een selectie van oefeningen.

Probeer het eerst zelf te oplossen!
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De rotatie-matrix in 2D

> Roteert een vector met een hoek ¢ € [0, 27):

__|cos¢p  —sing
G¢_[sin¢ cosqﬁ]

o AT -1
» Is unitair: G¢ = G¢ )
» Verkorte notatie;
ool

S Co
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Oefening 1

Gegeven een 2-bij-2 reéle, symmetrische matrix:

a a
A— 11 12
di2 a2

vind ¢ € [0,27) zodat G,AG/ = [)\1 A\ ]
2
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Oefening 1 - antwoord

Met een klein beetje algebra, weten we dat:

G.AGT — [% —5¢>] [311 312} [ Co Sﬂ _ {711 712}
el S  Co alx a»| |—Sp €y Y12 Y22
met:
_ 2 2
711 = Cyail — 254Cpaiz + S22
M2 = (3 —s3) a2+ cssp (a1 — ax)
Y22 = Séan + 2545Cpain + Céazz
We willen:
(Cé - 55) a1p+cysy (a1 — axn) =0 = tan (2¢) = _ 22
axp — ai
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Givens rotaties

Neem de eenheidsmatrix en plaats in de posities (p, p), (p, q),
(g, p) en (q,q) de waardes van de 2-bij-2 rotatie-matrix:

1
0
Gy(psq) = |
0
10
Let op! p # q.

0
Cp

S¢

0
_—

Co

0

c Rnxn
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Veralgemening van oefening 1

We kunnen de rotatie van oefening 1 veralgemenen voor een n-bij-n

symmetrische matrix A € R™", i.e.

Gs(p, 9)AG, (p. q).

Dit geeft hoewel niet hoewel neit exact wat we willen:

a11

aip

dlg

din

dip

dpp

dlg

dpgq

ann

anp
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Veralgemening van oefening 1

We kunnen de rotatie van oefening 1 veralgemenen voor een n-bij-n
symmetrische matrix A € R"*", i.e.

Gs(p, 9)AG, (p; q).

Dit geeft hoewel niet hoewel neit exact wat we willen:

ai
Cydlp — Spdlq
Spaip T Cpaiq

alin

Cydlp — Spdlq
711
Y12

Cpdnp — Spdng

Spalp + Cpaig
Y12
V22

S¢anp T Cpang

ann
Cpdnp — Spdng
S¢anp + Cpang

ann




Veralgemening van oefening 1

We kunnen de rotatie van oefening 1 veralgemenen voor een n-bij-n

symmetrische matrix A € R™*" i.e.

Gs(p. 9)AG] (p, q).

Dit geeft hoewel niet hoewel neit exact wat we willen:

ail
Cpdlp — S¢dlq
Spdlp + Cpdlq

ain

Cpdlp — Spdlq

711

Cpanp — Spang

Spalp + Cpaiq
0
22

Spanp + Cpang

ann
Cpdnp — Spdng

S¢anp + Cpang

ann
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Het idee achter Jacobi

Laat A(® = A. Doe de volgende iteraties:
A = Gy (pi, a1) AV Gy, (pi, q7)
Let op: de gelijkvormigheidstransformaties veranderen niet de
Frobenius norm van A.
Met een goede keuze van (pj, g;, ¢;), is aan te tonen dat:
A1

lim A() =

i—00
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Een mogelijke aanpak: elimineer de grootste niet-diagonaal
element

Theorem
Laat p¥ < qF de eigenschap hebben dat:

| = max |l
Kies: 0
_ 2ar. .
darar ~ prp;
Dan geldt dat:
A1
lim AU) =
1— 00
An
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Een mogelijke aanpak: elimineer de grootste niet-diagonaal

element
Proof.

Definieer:

off(A) :=

D |l

k£

We kunnen dan het volgende afleiden:

off (A+1)) = ‘ak,

k /75/3, NeH

n
2 ’ Z )Cd;, ang - s¢l akq

(i) |2
S¢:akp +C¢iakq;‘

k=1,k#p;},q}
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Een mogelijke aanpak: elimineer de grootste niet-diagonaal
element

Proof.

Definieer:

OfF(A) = Z ]ak,|2

k£

We kunnen dan het volgende afleiden:

oﬁ(AU+”)::§:’#?2——2‘;%?2
k£
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Een mogelijke aanpak: elimineer de grootste niet-diagonaal
element

Proof.
Definieer:

off(A) := Z |a|?

k£l

We kunnen dan het volgende afleiden:

off (A1) = off (A1) —2 max’ak,‘

>

nfnﬁﬂ ")
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Een mogelijke aanpak: elimineer de grootste niet-diagonaal
element

Proof.

Definieer:

off(A) = > |al
k1

We kunnen dan het volgende afleiden:

oﬂwﬂgﬁwﬁ—f off (A1)

nc—n
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Een mogelijke aanpak: elimineer de grootste niet-diagonaal
element

Proof.
Definieer:

off(A) := Z |a|?

k£l

We kunnen dan het volgende afleiden:

()< (1 2 Yo ().
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